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二维格子逾渗结构多孔介质渗透率的研究
`

刘志峰 王 晓宏
`

中国科学技术大学热科学和能源工 程系
,

合肥 2 30 0 2 7

摘要 通过对 2 万 个 不 同随机 结构 直接 求解 tS o ke S 方程
,

研 究格 子逾 渗结构 多孔介质 中低

R ey n ol d s 数流动渗透率的随机分布特性和标度律关系的结果表 明
,

分形多孔介质渗透率与宏观上

统计均匀多孔介质渗透率之 间存在
.

着本质差异
.

对 D ar cy 定律适用的宏观上统计均匀多孔介质
,

渗

透率趋于 常数
,

与系统尺度和具体结构 无关 ; 而对分形 多孔介质
,

渗透率依赖于系统尺度和具体

结构
,

其统计分布呈 : 2 分布
.

在逾渗的临界点附近
,

多孔介质中的流动渗透率和 电导率具有相 同

的标度律关系
,

不 同精度 的计算 网格之 间不存在本质 的差异
.

关键词 多孔介质 逾渗 渗透率 分形

多孔介质中流体的渗流
,

是 自然界中普遍存在

的现象
.

随着石油工业的发展
,

渗流理论 的研究愈

加受到关注和重视
.

1 8 5 6 年
,

法国水利工程师 D ar
-

cy 在实验基础上总结出的唯象 D ar cy 定律可 以描述

微观上无序
、

宏观上统计均匀的多孔介质中单相低

速流动
,

具体形式是 l[, , 〕

( 1 )

骨架随机组合构成的
,

若不考虑 多孔介质空间结构

的长程相关性及 固体骨架的弹性变化
,

这本身就构

成一个简单逾渗问题
.

对于规则网格上的座和键以

某一概率 p 被占有
,

不被占有的概率为 ( 1 一 p )
,

这

种逾渗模型称为格子逾渗 ( la t t i e e p e r e o l a t io n )模 型 :

若被占有或不被占有并不限制在规则 网格的离散相

时
,

称为连续逾渗 ( c o n t i n u u m p e r e o l a t io n )模型
.

1 0

年来
,

美 国 的 A n d r ad e ,

s t an ley 以 及 以 色 列 的

H va h n
等从统计物理学的角度 出发

,

利用逾渗模型

对多孔介质中的流动问题进行研究
,

并取得新的进

展〔7 一 `“ ]
.

采用少数几个不同随机构型
,

对格子逾渗

结构多孔介质中的渗流
,

直接求解 N va i er
一

st o
ke

s 方

程
,

发现流体的动能呈幂函数分布 8[] ; 并初步研究

了具有长程相关的逾渗结构多孔介质中的流动弥散

现象【川
.

对压力场求解 iK
r ch h of f 方程

,

较系统地

研究了多孔介质中流体质点运动的统计规律〔`“ 一 ` 4 〕
.

对压力场求解 iK cr h ho ff 方程得到的逾渗结构多孔介

质上流动的渗透率和电导率在临界点及其附近具有

同样的标度律性质
;
若求解 N va i er

一

st ok
e s
方程

,

渗

透率在临界点及其附近的标度律性质还不清楚
.

A n -

d r a d 。
等〔9 ]认 为

:

低 R e y n o l d、 数下 由流动粗 网格计

好ǔLk一产

其中 产 是流 体粘性 系数
,

V 是渗流 的平均速 度
,

△尸 是流程长度 L 的压降
,

k 是渗透率
.

一般认为

D ar cy 渗透率是反映多孔介质结构统计特性的参数
.

但多孔介质的空间结构很复杂
,

常会出现并非宏观

上统计均匀的分形结构 打2一 4〕
,

深人研 究多孔介质中

的渗流问题具有重要意义
.

B or a d b e n d 等 [ 5 ]于 19 5 7 年提 出的逾渗模型
,

在

数学上表述很简单但内涵和性质却非常丰富
,

它可

以成功地用来描述临界相变现象
.

近年来
,

人们对

逾渗模型有着很 多研究
,

并将其用于研究诸如通讯

网络
、

复合材料特性
、

化学催化反应和社会科学等

各类复杂问题 [3
,

4
·

6 ]
.

多孔无序介质是 由孔隙和 固体
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算得到的渗透率和电导率似乎具有类似的性质

,

而

提高网格计算精度
,

渗透率的标度指数将会增加
,

似乎逼近于连续逾渗中渗透率的标度指数 6[, ’ 5
,

` 6 」
.

若果真如此
,

高网格计算精 度下的中
、

低 R ey no lds

数流动的渗透率和电导率将具有完全不同的标度律

性质
.

逾渗结构在临界点 P 二 P
。

处将出现具有分形结

构的跨越集团
,

该集团为随机分形
,

在系综统计平

均意义下具有分形特征
.

对于 p > cP
,

在系综统计

平均意义下
,

当系统尺度远小于关联尺度时
,

具有

分形特征 ; 系统尺度远大于关联尺度时
,

是宏观统

计均匀的
,

此 时的粗粒 化平均 尺度要大于关联 尺

度
.

由于描述粘性流体运动的 S t ok
e s
方程的数值求

解计算量随着系统尺度的增大而急剧增大
,

因此只

能在较小的系统尺度下予以计算
,

这时为克服统计

涨落所带来的影响
,

我们采用很多不 同结构进行系

综统计平均
.

我们曾对每一个不同的系统尺度 L 和

孔隙占有概率 p 各 自采用 2 万个不同随机结构直接

求解 tS o
ke

s
方 程

,

研 究了逾渗结构 多孔介质 中低

R ey n ol d s
数流动的统计规律

,

结果表明
:

分形多孔

介质与宏观上统计均 匀多孔介质 中的流动之间存在

着本质的差异〔` 7〕
.

本文将在原有工作的基础上
,

研

究二维格子逾渗结构 多孔介质中流动渗透率的随机

分布特性和标度律性质
.

计算结果表 明
,

分形多孔

介质与宏观上统计均匀多孔介质的渗透率之间存在

着本质差异
,

在逾渗的临界点及其附近
,

多孔介质

上的低 R cy no dl s
数流动渗透率和电导率具有相 同的

标度律关系
,

不同精度的计算网格之间不存在本质

的差异
.
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图 1 二维格子逾渗结构多孔介质中的流体流动示意图

假定流体是 N e w t on 流体
,

流动是定常
、

等温

多孔介质 中渗流速度很小时
,

可以忽略对流作

这时应满足 S t o k e s
方程

,

即

用的

产 解 v = 甲尸

甲
·

V 二 O
( 2 )

1 数学模型

利用二维方网格的点逾渗模型来描述多孔介质

(图 1)
:

模拟区域被划分成 L x L 个方 的单元
,

每

个单元大小均为 沉 x 沉
,

砚 固定不变 ; 孔隙以概率

p 占据 小的单 元
,

固体骨架 占据小单元的概率 为

( 1 一 p )
.

当 P ) P
。

和 L 一 co 时 (对二维方网格的点

逾渗模型
,

p
。
二 0

.

5 9 2 7 [’, “
)]

,

存在无穷大的跨越集

团
,

亦即存在相互连通的孔隙
,

流体可以在孔 隙中

流动
.

否则
,

孔隙只是孤立地存在 于多孔介质 中
,

不能形成连续的通道以供流体渗流
.

固液交界面采用无滑移边界条件
,

即 v sf = ;0 在流

体 进 出 口 处
,

假 定 水 平 方 向的 速 度 为 0
,

即

( Vx )
、n . 。 u t = 0

,

由连续方程
,

垂 直方向的速度梯 度

、 。 日。

{旦丛 {
_ n

.

七二物 二 、 。 国 , 、 :+-t 。

’

、 伪 / in
, 。 u , - ,

一 -
,

一
-

一
·

一
, 厂 . ,

一

一
条件 ; 上边界进 口 处给定压力 尸 = 1

,

下边界出 口

处给定压力 尸 = 0
.

采用 SI M P L E 方法 [`“」求解方程

( 2 )
,

考虑到方程 ( 2) 是线性方程
,

为简化方程的离

散形式
,

可以设定 二 一 1
,

。 一 1
.

记龄一
,

、 是

计算 网格单元的边长
.

我们采用两种不 同精度的计

算 网格以考察计算精度对数值结果的影响 ; 一种是

计算精度较低的网格
,

计算 网格的单元长度等于逾

渗结构小单元的长度
,

即 n = ;1 另一种是将计算

网格细分得到的精度较高的网格
,

计算网格的单元

长度为逾渗结构小单元长度的 1/ 4 : 1
、 ,

自 ` = 万
~

O
{
l

4

n = 4
.

对不同精度的计算网格
,

我们通过数值求解

方程 ( 2)
,

得到流体速度场
,

求得压力梯度方向的

平均速度砚
,

进而可以形式地求得对应每个随机逾

徐 、 。 。 。
_ _ _

_ ,

、 , 、
二 :

_ 一 z些丝兰莎结构的 D ar cy 渗透革 k : k = 一 匕寸信书
.

,

一 一
`

一
’
一 一
一

“ `

一
`

一 ”
一

”
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2 分形多孔介质与统计均匀多孔介质 D ar cy

渗透率 k 的统计性质

逾渗结构在临界点 p = P
。

处
,

跨越集团具有分

形结构 ; 在 p > cP
,

对足够大的系统尺度 L
,

跨越

集 团结构是统计均匀的#[, “ 〕
.

为了解分形介质和统

计均匀介质 D ar cy 渗透率 的差 异
,

我们在 n = 1 的

情况下对 p = p
C

= 0
.

5 92 7 以及 P 二 0
.

75
,

各计算 了

2 0 0 0 0 种 不同结构
.

图 2 给 出 了 P = P
。

以及 P =

0
.

7 5时渗透率 k 的平均 (颤 以及方差△k 与尺度 L 的

关系
.

, o
’

「 卜一~

一
.

~ ~
p一 0 7 5

10
一 2

,
狱

阅

P二 0
.

7 5

1。一

…卜夯\
l 衬早

= 一 L U 、 、 P I之

P 可几

图 2 平均渗透率 k 以及方差 A k与系统尺度 L 的关系 (取
n = l)

结果表明
:

( 1) 当 p 二 p
。

时

(2 ) 当 p > p
。

时

k C C ; L (户七 1
.

0 ) ; ( 3 )

对足够大的 L
,

有 k一常数
.

( 4 )

有趣的是
,

二维逾渗结构导体的电导率在 临界

点 p
。

处
,

满足关系
。 工 毛币

,

(乒= 0
.

9 7 4 5) 6[]
.

上

述计算结 果 表 明
,

对计 算精度 较 低 的 网格 求 解

tS ok
e S
方程得到的多孔介质渗透率在临界点处和 电

导率具有相同的标度指数
.

由 2 0 0 0 0 个不同随机结构
,

可以计算出渗透率

k 的统计分布
.

在临界点 p = p
。

处
,

对不同的系统

尺度 L
,

图 3 显示 出变 量 k丈二 L k 的 分 布 函数

f( k艺)重 合
,

这 和 p 一 p
。

时渗透 率 的平 均值万二

无 一 ’ 及其方差 △ k cc L 一 `
相吻合

; 图3还显示出 k l 渗

透率 的分 布 为 扩 分 布
:

f ( k宜 ) 二 21 85
·

0 ( k广 -

0
.

0 6 ) “ e 一 ` 6 32 ( ” : 一 “
1

“ 6 )
.

当 户 > 户
c

(取 户 = 0
.

7 5 )时
,

渗透率 k 服从 G au s S
分布

,

对不同系统尺度 L
,

变

量 k之二 L (k 一 k )的分布函数 f ( k丈)相重合 (见图

4)
,

这和 P > p
。

时渗透率的涨落 △ k OC L
一 `
相吻合

,

又由k ~ 常数
,

可以 得到
,

当 L ~ co 时
,

分布函数

f ( k )趋于脉冲函数 占k( 一 k)
,

也就是说
,

在 p > cP

情况下
,

逾渗结构是统计 均匀的
,

对足够大的 几
,

渗透率仅与 P 有关
,

而与 L 和具体结构无关
.

P = 0
.

7 5

羲
羲

o L = 3 5
.

L = 6 5

—
一

2 2

分布

o L = 3 5

—
G au

s S
分布

\
0

.

5

叮
二

kL

0

k丈
一 L ( k 一万)

图 3 p = p
。

时变量 k孟( k之= L k) 的分布函数 图 4 p = 0
.

75 时变量 k丈( k孟二 L (k
一 k ” 的分布函数
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从上述计算结果 可以看出
,

逾渗结构多孔介质

在临界点 P = P
。

和远离临界点 P = 0
.

75 处渗透率的

性质存在着明显的不同
:

当 p > p
。

时
,

若系统尺度

L 足 够 大
,

逾渗 结 构 是 统计 均 匀 的
,

k 为 常 数
,

D ar cy 定律成立 ; 在临界点 P = p
。

处
,

逾渗结构 中

绝大多数都被固体障碍物和不通的通道所占有
,

流

体实际流动的通道是分形
,

如果增大系统尺度 L
,

同时也增大了障碍物和不通的通道在结构中所占有

的比率
,

从 而导 致渗透率的减 小
,

当 L ~ co 时
,

k ~ O
,

渗透率不仅和 L 有关
,

并且 由于其涨落和平

均值为同等量级
,

渗透率还依赖于具体结构
,

此时

D ar cy 定律不能适用
.

在 自然界中
,

分形的存在通常依赖于观察尺度

的范围
,

只有当观察尺度处于某个范围之 内时
,

被

观察对象才具有分形性质
.

随观察尺度的变化
,

分

形多孔介质和宏观统计均匀多孔介质的渗透率之间

是如何渡越的
,

是统计物理学所关心的问题
.

其中 乒幻 1
.

0
,

函数 f( x )具有以下性质
:

f ( x

f ( x

= x 一 产 ,
x ~ O

~ 常数
,

x ~ co
( 6 )

对于计算精度较低的网格 ( n 二 1)
,

当 P < 0
.

65

时
,

在不同的孔隙占有概率 p 下计算得到的平均渗

透骊随系统尺度 L 的变化曲线都按标度关系式 ( 5)

重合成一条 曲线
,

能很好拟 合 出函数 f ( x )( 见 图

5)
.

在 P 一 P
。

时
,

右~ co
,

当系统尺度 L 有限时
,

由标度关系式 ( 5) 和 ( 6) 可以得到
,

{ L {
一 户 二

_ , _ 二

} 几丁 }
,

走 C 民̀ L 尸

\ 行 /
此 时逾渗结构 可看 成是 分形 ;

对 p > P
c ,

当 L 很大时
, L

—
一月卜 戒) O 由 ( 5 )和 ( 6 )式可

以得到 厂}今卜常数
,

万一常数
.

在 。
。

点附近
,

;寸
、 灯 /

足够大的 L
,

率 k与概率 P

,

由 ( 5 )和 ( 6) 式可 以得到渗透

3 分形多孔介质和宏观统计均匀多孔介质之

间平均渗透率的渡越

对逾渗结构而言
,

定义关联长度 奋为属于同一

集团两点 间的平均距离
,

右表征 有限集团 的大小
,

是体 系惟一的特征尺度
.

当 p 靠近 p
。

点
,

有 泞CC

的如下幂函数关系
:

k cc 泞
一户 一 ( P 一 P

c

)
“ ,

( 7 )

}p 一 p
。

{一 (二维情况下
, v 二

4 [ 6 ]

3
)

,

在 p
。

点
,

关

当系统尺度远小

其中
。 一 、 ? 、

合
·

二维逾渗结构的导体在临界点 ,
c

附近
,

其 电导 率 具 有相 同 的 标 度 关 系式 ( 5) 一

( 7 ) [ 6
,

1 9 j
.

联长度 奋趋于无穷大
.

对 P > cP
,

于相关长度
,

即 L 《 宁时
,

逾渗结构呈现分形性质 ;

当系统尺度远大于相关长度
,

即 L 》 言时
,

逾渗结

构是统计均匀的
.

从图 2( a )可以看 出
,

p = 0
.

75 时

的平均渗透率 k 随系统尺度 L 变化曲线斜率是逐步

减小的
,

亦即 L 较 小时
,

渗透率 k 接近 于临界点

P = p
c

处的性质
,

只有 当系统尺度 L 较大时
,

平均

渗透率 k才趋于常数
.

本节我们将研究
,

在临界点

附近
,

渗透率从小尺度时具有分形性质到大尺度时

具有宏观统计均匀性质之间的渡越
.

由于关联长 度 右是逾渗结 构 中惟一的特 征尺

度
,

我们可以推断在 p
。

点附近
,

渗透率万满足标度

关 系
:

. P = 让 6

o P二0石 l

▲ P = 0
.

6 3

令 P = 0石5

卜古记
赶
之
” J

“

吻
`

、 畅
10

一 1

卜
L

--L-0z

L /咨

图 5 计算精度较低的网格 (
n = lj 下得到的临界点

附近平均渗透率的标度关系

了 1
_

{ L {
丸 = 蕊 产}丁 }

灯
, g ,

(5 ) A dn ar d e
等 9[] 采用少数几个不 同随机结构

,

粗网格
n = 1 下对低 R cy n ol d S

数流动计算得到 a 穴`
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1
.

47
,

这和 电导率 中的
a

、 1
.

3 相近
,

从而提 出粗

网格下计算得到的渗透率和逾渗结构 中的电导率似

乎具有类似的性质
,

而采用精度较高的计算网格
n =

4 计算时得到
a 、 1

.

58
.

连续逾渗的渗透率 比格子逾

渗中流动渗透率的标度律指数相应要高 [“
,

”
,

’ “ 〕,

因

而认为提高网格计算精度得到的渗透率的标度律指

数将会增加
,

似乎逼近于连续逾渗中渗透率的标度

指数
.

为了弄清求解 S ot ke
S
方程的网格计算精度对多

孔介 质渗透率 标度律 的影响
,

和 A dn ar d e
等川 一

样
,

我们采用精度较高的计算网格
n 二 4 进行 了计

算
.

在临界点处平均渗透率 k 随系统尺度 L 的变化

满足 k OC L 一 户
,

乒七 1
.

0( 见图 6 ( a ))
,

亦即采用粗网

格
n 二 1和加密网格

n = 4 所得到的渗透率的标度指

数尽完全相同
.

如图 6( b) 所示
,

对于 p < 0
.

64
,

有

同样的标度关系
:

万一粤月今丫计算结果表 明
, 、 -

”
’ `

一 ` ’ ` ’

一一
`
”

’ 一

犷
“ 、 泞 /

’
`

”
’ 一 曰 ”

一 r

一
’

4 和 、 = 1 所得到的多孔介质渗透率 的标度律完全

一样
.

我 们 将分 析 在 文 献 仁9] 中
Q 偏 离 4邝 的 原

因
.

P二 0 6 7

、
’ “ ’

队态
。

P = 0 6 3

P = 0
.

6 1

P = 0
.

6

P = cP

o
乞。

.

P = a 6
o P = 0石 l
上

P二 0
.

6 3
心 P = 0

.

6 4

一n曰

八口1心
1

一nU

10
一 2

L烤

图 6 计算精度较高的网格 (
n = 引

( a ) 临界点及其附近平均渗透率与系统尺度 L 的关系 ; ( b) 临界点附近平均渗透率的标度关系

在 P
。

点附近
,

对足够大的 L
,

由 (5 )和 (6 )式

可以得到渗透 率 k与概率 p 具有幂函数关 系
: k 沉

东 户一 ( p 一 p
。

)
“ .

由标度关 系式 (5 )对于
n = 1 和

刀 = 4
,

分别当 P < 0
.

65 和 P < 0
.

64 时成立
,

故这种

幂函数关系只有在 p < 0
.

6 5 (n = l) 和 p < 0
.

6《 n =

4)
,

且系统尺度 L 足够大时才成立
.

由于运动方程

及其边界条件的复杂性和计算机的运算速度有 限
,

只能对较小的系统尺度 L 进行计算
,

在我们数值模

拟范围内所得到的平均渗透率 k 与概率 P 的关 系在

双对数坐标图上具有明显的弯曲
,

亦即对于小尺度

L 并不存在标度律区
.

故 不能由平均渗透率 k与概

率 P 的关系的双对数坐标图直接测出斜率以计算标

度指数
a

.

由于标 度关 系 式 ( 5 ) 对 标度 指 数很 敏

感陈
’ ”了

,

它将是成功克服有限尺度效应
、

计算标度

指数
a

的一个很好的方法
.

一 O万厂 (b )

l女 _ 1 `

O jJ ` ·

J
, .

目. 目

l闷
1 `

O」) 一 五 J
.

.
. 目

L = 15

一 2
.

0
一 2

.

0 卜L 二 2

L = 3 5

L = 6 5

L = 3 ,

L = 5 5
,

一 2
.

5 1

一一 2
.

5 一 2
t

o 一 1
.

5

19 (尸一 cP )

一 1 0 一 0
.

5

一 2
.

5 L se
一 2 5

一 2 0 一 1
.

5 一 1
.

0 一 0
.

5

19 (尸一 cP )

图 7 平均渗透率与 p 一 p
。

的关系

(
a

) 计算精度较低的网格 ( 、 = 1 ) ; ( b) 计算精度较高的 网格 (n = 4)
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4 结论

由于多孔介质空间结构的随机性
,

研究分形多

孔介质中的流动问题有着广泛的应用价值
.

逾渗结

构在临界点为分形
,

而在非临界点时
,

小系统尺度

下具有分形特性
,

大系统尺 度下为统计均 匀介质
,

研究在逾渗结构多孔介质 中的渗流
,

可 以帮助人们

了解在分形和统计均匀性多孔介质中渗流的各自规

律及两者之间的关系
.

对每个给定的系统尺度 L 和孔隙占有概率 P 各

采用 2 万个不 同随机二维格 子逾渗 结构直接求解

tS ok
e S
方程

,

求得渗透率的平均值和分布函数 ; 由

2 万个样本得到的渗透率平均值和分 布函数与由 1

万个样本得到的结果并无本质区别
.

我 们的计算结

果表 明
:

宏观统计均 匀多 孔介质的渗透率趋于 常

数
,

与系统尺度和具体结构无关
,

此时 D ar cy 定律

适用
.

而对分形多孔介质
,

渗透率的统计分 布为 x “

分布
,

渗透率依赖于 系统尺 度和具体 结构
,

D ar cy

定律不能适用
.

采用多个 随机二维格子逾渗结构计

算
,

可以克服用少数几个随机二维格子逾渗结构计

算所带来的误差
.

数值结果显示
,

在逾渗的临界点

及其附近
,

二维格子逾渗结构多孔介质上的流动渗

透率和电导率具有相 同的标度律关系
,

不同精度的

计算网格之间不存在本质的差异
.
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